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PROBLEMA 1

Tn G.M. nr 6/2006 apare problema C:2970/pag 48 propusd pentru
concursul anual al rezolvitorilor,fiind adresata elevilor claselor alX a
si a Xa.Redau mai jos enuntul acestei probleme:

,5a se arate ca in orice triunghi in care A,B,Cc {jﬂ;ﬂ are loc

inegalitatea Vsind +«sinB ++/sinC > 2,,

Voi incerca sa reformulez problema in doua directii:completare si
generalizare.Enuntul reformulat este urmatorul:

,,5a se arate ca in orice triunghi ABC au loc urmatoarele
inegalitati:

(3 .
1)2~.-’s;£1rm+ Vsin2a < vsind+ +/sinB + v/sinC = Sﬂl‘;—g,pentru orice

A,B,Ce (0; 2] cu 13—T =a<

bl

[
2) 2\sina < +/sind + +sinB +vsin€C = 3“‘]'\'7 pentru oricare ar fi

A,B,CE (0; @], cu :—rf_ilx*:i 7 unde 2ysina este margine inferioard d mult|m||

valorilor expresiei E(A,B,C)=ysina + \sinB + sinC

(3 .
3)0< VsinA+ \sinB +/sinC = 3\,";—3pentru oricare A,B,CE(0;m) unde O este
margine inferioara a multimii valorilor expresiei E(A,B,C)

OBSERVATIE:inainte de aincepe rezolvarea este important,dup
parerea mea,ca in cazul inegalitatilor stricte sa se precizeze daca
numarul despre care se solicita sa se arate ca este minorant (sau
majorant)al multimii valorilor unei expresii date este margine
inferioara(sau margine superioara) a respectivei multimi de valori.

Amintesc ca marginea inferioara a unei multimi este cel mai mare



element al multimii minorantilor iar marginea superioara a unei
multimi este cel mai mic element al multimii majorantilor.

ETAPA |

3

Inegalitatea vsind + vsinB + VsinC = 3/5 sepoate demonstra rapid

"

folosind instrumentele analizei matematice.In acest sens utilizdm
func‘;ia f: (O;T[)—> R, f(x) = Jsinx.Se Obtine fll(x)z—fsi:lz—_r—cﬂs—_r

dginx-/sinx

Deoarece f"(x)<0 pentru orice x din intervalul (O;mt) rezulta ca
functia f este concava .Aplicand proprietatea unei functii concave

H SisindtsinBHysind . A+B+C
obtinem: - = fsin

intentia este sa adresam problema si elevilor care nu au studiat
analiza matematica voi propune o alta rezolvare a acestei
inegalitdti utilizind geometria sinteticd.In acest scop vom trece de
la forma trigonometrica a expresiei la o forma algebrica utilizand
teorema sinusului:ysimA +ysimB +Vsine = 2225 fn_continuare vom

[z
& +/sind + \/sinB + +sin€ = 3JT.Deoa rece

considera urmatoarea configuratie geometrica compusa dintr-o
parte fixa(un cerc de centru O si raza R; B,C puncte ale cercului) si
o parte mobila si anume punctul A mobil pe arcul mare BC.Daca
notam cu A; mijlocul arcului mare BC putem cosidera din motive de
simetrie ca varful mobil al triunghiului ABC se misca pe jumatate
din arcul mare BC, fie arcul A;1B aceasta jumatate. Din modul de
constructie al acestei cofiguratii obtinem ca a si masura unghiului
A sunt constante in timp ce b,c si masurile unghiurilor Bsi C sunt
variabile.

Aplicand teorema medianei si formule pentru aria triunghiului
obtinem: (Vb ++c) = b +c+ 2Vbe = Vb2 + ¢ + 2bc + 2y/bec=

[ammZ s m |

dmota® ha-a ha-a
= —2 —42="472 /=
W ooz zind Y sind

ha=Tnaltimea din A.

unde am notat cu my=medianadin A si cu

Daca notam cu M mijlocul laturii fixe BC obtinem ca O este intre A;
si M.In timpul miscarii punctului A de la A; citre B mediana AM



se micsoreaza pentru ca este latura a triunghiului OAM unde
OA=R=ct, OM=ct iar masura unghiului AOM scade in timpul
miscarii.Tot in sensul scaderiiin timpul deplasarii lui A dela A; catre
B evolueaza si inaltimea hy prin urmare suma:

Vb ++/c atinge un maxim pentru A=A, dica pentru cazul in care
triunghiul ABC este isoscel de baza BC.Se obtine:

Va++b++ec=+a+2/B4. (1) Utilizand succesiv inegalitatea
generalizata a mediilor otinem:

f
Va+2,/BA4, = [3(a+ 2B4,) = [3,/3(a® + 2B4]). (2) Notand cu A, punctul
diametral opus lui A; si aplicand in triunghiul A;A,B teorema catetei
si teorema inaltimii obtinem ca:a®>=44,M- (2R —A,M) si BA]=4,M-2R (3)

Din (1),(2),(3) obtinem ca

_ _ _ |
Wa+Vb+4c= .4'3*53 4. (34,M -R — A M?)
Cand M este mobil pe segmentul OA, obtinem din analiza functiei
de variabila A|M ca expresia dintre paranteze admite maxim pentru

A1M=2 adicd pentru triunghiul echilateral inscris in cercul de raza
R.

Obtinem prin urmare :

[N o T T F . . .y
ST =22 =3 |7 saurevenind la forma trigonometricd:

'\-'ﬁ - \,‘ﬁ

3
Wsind 4+ +/sinB + +/sinC = 3.4'7

(c.c.t.d.)



llustram mai jos configuratiile utilizate:

) x i o

-ETAPA AllA

Pentru demonstrarea primei inegalitati in cazul :

A,B,Ce (0;al cu; = a <7 obtinem, utilizand cofiguratia geometrica
propusa in etapa l,Va+vb+vez=va+ 4B+ /A€ (*) unde A; se afla pe
arcul mic A;B pe care are loc deplasarea varfului mobil A al
triunghiului ABC astfel incat m(«4;8¢) = «.S-a utilzat faptul cain
timpul deplasarii varfului mobil A de la A; catre B suma Vb ++c se
micsoreaza atingand un minim in As datorita conditiei impuse
asupra masurilor unghiurilor triunghiurilor de a fi mai mici decat «.

Tn continuare mentinem fix3 latura AsC cireia ise opune unghiul
de masura « si deplasam punctul B pe jumatate din arcul mare AsC
fie aceasta jumatate CB; unde B; este mijlocul arcului mare AsC.
Daca aceasta deplasare o cosideram de la B; catre C obtinem
printr-un rationament similar cu cel facut in etapa | ca suma



Va+ /438 atinge un minim cand B ocupa pozita pe care ovoi nota
cu B, astfel incat masura unghiului A3CB, este «.Prin urmare

Va+ JA3B = [B,C + /B A5(**)

Din relatiile (*) si (**) obtinem

Wa+ b ++e = /B.C+,/B.A; +,/A;C unde coardele AsCsi B,A; se opun la
unghiuri de masura « iar coarda B,C se opune unghiului de masura
7 —2a. Avem in cosecinta:

m-}\%ﬂc =t JBCt Bﬂjﬁ f4sC = a/sind + y/sinE + «/sinC = ysin2a + 24sina (C c.t. d)
W
ETAPA Alll A

Pentru demonstrarea primei inegalitati in cazul in care
AB,CE(0;al cu “=a <m vOm rationa cain prima parte a etapeia Il a

obtindndu-se va+ b ++vc=+a+ /3;B+,/4;C unde masura unghiului A3;BC
este a.Mentinem in continuare coarda AsC fixa si deplasam varful B
pe jumatate din arcul mare AsC dela B;catre C unde B, reprezinta
mijlocul arcului mare AsC.Deoarece un triunghi nu poate avea doua
unghiuri drepte sau doua unghiuri obtuze si cum masura lui B este
o=Z obtinem ca varful B poate ocupa orice pozitie pe arcul B;C,
pentru B=C obtinandu-se un triunghi degenerat.

Din inegalitatea triunghiului avem a + 4,8 > 4,c.Pe de alta parte din
Va+ JA;B = Ja+ A;B = [A;¢ obtinem ca:

Va+b++e =2,/4;C.Se poate ardta ca 2,/4;C este margine inferioara a
multimii valorllor expresiei va+ b +4/c pIecand de la observatia ca
marginea inferioara a multimii valorilor expresiei

a+A3B este AgC.Se obtine:

\-ﬁ'l'\-b‘f'-fc
VIR
a multimii valorllor expresiei E(A,B,C) ceea ce trebuia demonstrat.

ETAPA AIV A

=2 /4 {=} Vsind ++/sinB ++/sinC = 2v/sina CU ZH.-SET]H marglne inferioara




Pentru demonstrarea primei inegalitati in cazul in care

A,B,C=(0;m) vom utiliza aceeasi configuratie geometrica folosita in
etapele anterioare cu singura observatie ca deoarece nu mai exista
un maxim impus pentru A,B,C punctul mobil A se va deplasa pe tot
arcul A;Bdela A;catre B pentru A=B obtinandu-se un triunghi
degenerat.Se obtine ca va+ b+t >2/a deoarece din inegalitatea
tiunghiului avem b+c>a sive +vc = Vb + ¢ = va.Deoarece a poate lua
orice valoare pozitiva mai mica sau egala cu 2R si marginea
infeioara a multimii valorilor lui b+c este a obtinem ca marginea
inferioara a multimii valorilor expresiei

Ja+ B+ ¢ este 0.1n concluzie ysind + VsinB+sinc >0 cu 0 margine
inferioara a multimii valorilor expresiei E(A,B,C)

PROBLEMA 2

Urmatoarea problema este o problema de loc geometric care
apare in GM 1/2001 la pagina 40 la numarul24450.

Enuntul problemei este urmatorul:

,,Fie ABC un triunghi isoscel(AB=AC).Sa se determine locul
geometric al punctelor M din planul triunghiului cu proprietatea

MA%-MB-MC=AB? ,,

OBSERVATIE:Dupa rezolvarea acestei probleme ne vom gandi si la
reformulari ale problemei in contexte usor schimbate.

REZOLVARE:Pentru inceput voi rescrie proprietatea din enunt a
punctelor locului geometric:

MA®-MB-MC=AB’< MA>— 4B = MB- MC & (MA — AB)(MA + AB) = MB - MC (¥)

Din forma (*) a acestei proprietati se deduce MA= 4B



Vom considera in continuare cercul de centru A si deraza egala
cu AB,fie acesta C(A;r=AB).

CAZUL I: M€Ly(am notat cu Lg locul geometric cautat) si
MA=AB<= M = B sau M = c.Am utilizat proprietatea (*).Se obtine ca B,C
sunt puncte ale locului geometric.

CAZUL Il Analizam ce se intampla cand M€L; si MA>AB ceea ce
inseamna ca M€Ext C(A;r=AB).

Fie prin urmare in cele ce urmeaza un punct M al locului
geometric care se afla in exteriorul cercului de centru A si raza
AB.Daca notam cu P si Q intesectiile secantei AM cu cercul dat, P
intre A si M, obtinem utilizdnd (*) :MP-MQ=MB-MC=puterea
punctului M fata de cerc.(**)

Consideram mai multe situatii legate de pozitia lui M in exteroirul
cercului considerat:

1) Daca MeExtc(4;r = 4B)NBc atunci B,C fiind intersectiile secantei
MB cu cercul obtinem ca MB-MC este puterea punctului M
fata de cerc prin urmare orice punct din multimea BC-[5c]
este punct al locului geometric cautat.

2) Daca M apartine Ext C(A;r=AB) intersectat cu semiplanul
deschis limitat de dreapta BC care contine punctul A, vom
considera secanta MC care intersecteaza cercul a doaua oara
inS cuSintre M si C(similar se rationeaza cand S se afla pe
cealalta secanta intre M si B).Deoarece masura unghiului BSC
este mai micd de 90°(fiind % din masura arcului micAB)
obtinem ca unghiul BSM este obtuz prin urmare in triunghiul
MBS avem MB >MS de unde MB-MC>MS-MC.Acest lucru
inseamna ca MB-MC>puterea punctului M fata de cerc prin
urmare M nu este punct al locului geometric pentru ca nu
verifica proprietatea echivalenta (**) a punctelor locului
geometric.



3) Daca M apartine Ext C(A;r=AB)intersectat cu semiplanul
deschis limitat de dreapta BC care nu contine punctul A si M
un punct al locului geometric.Cel putin una din secantele MC
sau MB intersecteaza arcul mic BCintr-un punct Q aflat intre
M si C sau intre M si B.Presupunem Q intre Msi C.

Deoarece M este punct al locului geometric rezulta ca
MB-MC=puterea punctului M fata de cerc =MQ-MC de unde
rezulta ca MB=MQ deci triunghiul MBQ este isoscel de baza
BQ.

Deoarece unghiul MQB este suplementul unghiului BQC
obtinem ca masura unghiului MQB este %2 din masura arcului
mic BC deci este constantd.in triunghiul isoscel MQB masura
unghiului BMQ este egala cu:

m(BC) _

-

180°-2m(«MQB) = 180° — 2 180° — m(£BAC) = constant.

Acest lucru inseamna ca locul geometric in acest caz este
inclus Tn arcul de cerc cu capetele in B si C apartinand
cercului circumscris triunghiului ABC si situat in zona care ne
intereseaza.Se poate arata ca orice punct al acestuiarc de
cerc este punct al locului geometric concluzionand ca in acest
caz locul geometric se identifica cu respectivul arc de cerc(il
vom nota B4,c unde A; este punctul diametral opus lui A in
cercul circumscris triunghiului ABC.)

Analizand rezultatele obtinute putem afirma ca locul
geometric cautat este urmatoarea reuniune:

BA,CU(BC —(BC))

llustram mai jos locul geometric obtinut:



Asa cum am anuntat la inceput putem sa ne gandim la
reformulari schimband oarecum contextul.

Exemplul 1)

Fiind dat un triunghi echilateral ABC determinati locul
geometric al punctelor M din plan care au proprietatea
c3:MA*-MB-MC=AB” sau MB*-MA-MC=BC’> sau MC*-MB-MA=AC

OBSERVATIE:In acest caz locul geometric se identificd cu:

BA4,CUAC,BUAB,CU (BC—(BC))U(AC —(AC))U (4B — (4B)) unde cu
A;.B;C; am notat punctele diametral opuse punctelor A,B,C in
cercul circumscris triunghiului ABC.De fapt reuniunea celor
trei arce reprezinta chiar cercul circumsris triunghiului
echilateral ABC .Prin urmare locul gemetric cautat este cercul
circumscris triunghiului ABC la care se reunesc 6 semidrepte
ca in desenul de mai jos.



Exemplul 2)

Fiind dat un triunghi isoscel ABC cu AB=AC determinati locul
geometric al punctelor din plan pentru care:

AB*-MB-MC=MA’
OBSERVATIE:

Tn acest caz se poate demonstra, prin rationamente similare
cu cele facute pentru problema initiala ,ca locul geometric
este compus din latura BC si arcul BAC din cercul circumscris
triunghiului ABC.Se utilizeaza faptul AB>MA sau AB=MA.
Pentru AB>MA avem ca M apartine interiorului cercului de
centru A si raza ABiar proprietatea punctelor locului



geometric exprima faptul ca produsul MB-MC este egal cu
puterea punctului M fata de cerc(cazul M interior cercului).

llustram mai jos locul
geometric

EXEMPLUL 3

Fiind dat un triunghi isoscel ABC cu AB=AC determinati locul
geometric al punctelor M din plan pentru care :

MA2-MB-MC=AB? sau AB%-MB-MC=MA?
OBSERVATIE:

Se obtine ca locul geometric este compus din cercul
circumscris triunghiului ABC si dreapta BC.Determinarea
locului geometric se bazeaza pe rezultatele obtinute Ia
problema initiala si la problema propusa in cadrul exemplului 2



PROBLEMA 3
Tn G.M. nr.12/2002 apare urmatoarea problema3:

24806 ,,Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi,azbs=c=a

b
& B, c
a—b

bh—e c—e

Sa se arate ca: =y6—-1 ,,

OBSERVATIE:

1)Asa cum am precizatsi in problema 11in cazul inegalitatilor
stricte propuse pentru a fi demonstrate este interesant de
stiut daca minorantul(sau majorantul propus) este margine
inferioara (sau margine superioara) a multimii valorilor
expresiei din respectiva inegalitate.In cazul problemei de fat§
voi arata ca V6—1 nu este margine inferioari ﬂmU|tImII valorilor
expresiei E(a,b,c)=

o 4

b
+—+—

a—hb b—rc c—a

2)Pentru a usura rezolvarea voi simplifica fiecare raport cu cel
mai mic dintre a,b,c fie acesta b.Obtinem ca este suficient sa
aratam ca inegalitatea data este adevarata pentru orice
triunghi cu cea mai mica latura 1 ,celelalte doua laturi fiind ,
dupd o renotare a si c.in cle ce urmeazd vom nota cu

e

E(a,c)=|=
unui triuunghi.

REZOLVAREA PROBLEMEI:

cua ,c>1 unde 1,a,c sunt lungimile laturilor

1 c
+—+—
1-c c—a

Efectuand aducerea la acelasi numitor obtinem:
e2(1-2a)+c(3a—2)-2ata

E(a,c)= (a—1)1—c)(c—a)
obtinem ca numaratorul fractiei este negativ pentru orice
valoare alui c iar numitorul este negativ pentru c>a si pozitiv
pentru c<a.

Considerand c variabil si afix c,a>1




Prin urmare fractia este pozitiva pentru c>a si este negativa
pentru c<a.ln consecint:

E(a,c)=—=+—+-= ,dacd c>a

E(a,c)=—-% -—=--—= ,dacd c<a

Analizam in continuare functia f: (1;a)u(a;a+1) =R data prin
f(x)=—-+-—=+-=.Din analiza semnului derivatei functiei date
obtinem: f'(x)>0 pentru x€(1;va) si f'(x)<0 pentru

X€(~.,-"E;ﬂ] U{a;a+1) ,SI f'('\-"E)=O

Distingem urmatoarele situatii:

1) Daca c>a cumf este descrescatoare pe intervalul (a;a+1)
conform semnului derivatei pe acest interval obtinem :

] 1
f(C) >E—;+l+ﬂ
2) Daca c<acum c>a-1 distingem doua cazuri posibile:

3++5

Cazull)a-1>Va=a?-3a+1>0=ac(—
este mai mare decat 1) obtinem :

;e0)(@m tinut contca a

f(c)< =+-—=-a+1; am tinut cont de faptul cd derivata este

negativa pe intervalul (ve;a)

el

Cazul 2)a-1< va =ae(1;22F] (@am tinut cont ci a este mai mare
decat 1) obtinem f(c)= f(va) = flo) = =+ ——

1—/a

Revenind la expresia care ne intereseaza obtinem:

] 1 w
E(a,c)>;—;+ l+a, dacdic>a

1 - ) 345
E(a,c)::=~ —ﬁ—ﬂ_n+a— 1, dacic<asia € ( ﬂ\'

;o0)

E(a,c)z — 2 > dacic<asiac {_1;34.,,-3]
a—1 1—/a " ) 2

Se constata ca:



a?—a+1

ala—1)

1)multimea valorilor expresiei El(a)=ﬁ—§ +1+a= +1+a

admite minorant pe 2 (deoarece a este mai mare decat 1)

2)multimea valorilor expresiei Ey(a)=—-%-—= pentru ae (1;=27]

-

admite un minim pentru a=22= Efectuand calculele obtinem c3
multimea valorilor expresiei admite minorant pe 1,62.

3)multimea valorilor expresiei Es(a)=-—— - * +a—1pentru

1 2—a

3+

S |

ac (—=;w) admite un minim pentru solutia unica ap a ecuatiei

1 1

(x—1)" (x—2)2

+1=o0(am utilizat derivata g’ a functiei

g:(*2=;00) = R, data prin g(x) = —————

x—1 2—x

+x—l)

Deoarece g'(2,883)<0 si g'(2,884)>0 obtinem ca unica solutie ap a
ecuatiei de mai sus apartine intervalului (2,883;2,884).Pe de alta
parte g(2,883)=1,484435... iar g(2,884)=1,484436...este de presupus
g(ag)>1,48 ceea ce se poate demonstra rezolvand inecuatia
Es(a)>1,48.

Analizand cele trei cazuri constatam ca multimea valorilor expresiei
E(a;c) admite margine inferioara pe g(ao)€(1,48;1,4844..).In
consecinta E(a;c)>g(ap)>1,48 .Revenind la forma initiala a expresiei
obtinem ﬁ —|>g(ao) > 148 unde asa cum am vazut
minorantul 1,48 este foarte apropiat de marginea inferioara g(ag) a
multimii valorilor expresiei E(a,b,c) fata de cel propus de autor v&-
1=1,44948....

i
—+
a—b

PROBLEMA4

Tn G.M. 2006,pag.160 apare problema C 2991 care este propusa
pentru Concursul anual al rezolvitorilor de probleme (nivel
gimnazial ).Enuntul acestei probleme este urmatorul:



,,Aratati ca daca n€EN* atunci: vn+1+V3n—2+VBn+1<6Vn

REZOLVARE:

Aplicand inegalitatea generalizata a mediilor obtinem:

Vn+1l+y3n—-2++v8n+1=,/3(n+1+3n—-2+8n+1) de unde rezulta ca
Vn+i1+V3n—2+V8n+1=6yn CU precizarea ca egalitatea nu se
realizeaza pentru nici un n numar natural nenul deoarece numerele
n+1,3n-2,8n+1 nu pot fi simultan egale.

Tn consecintd ya+1++3n—2 +VBn +1 < 6yn pentru orice numar natural
nenul n (c.c.t.d.)

OBSERVATIE:Daca inegalitatea de demonstrat ar fi aparut in forma

echivalentd: =528 _ o nentru n numdr natural nenul , ar fi fost

W

interesant de stiut care este marginea superioara a multimii

valorilor expresiei E(n) (am notat cu E(n) expresia din membrul
stang al inegalitatii).In cele ce urmeaza vom determina aceast§
*Jll \Jll
functia f:(O:g}ﬁR,datém‘iﬂf{x}z T+x++3-2x++/8+x.Din analiza lui f' si

. . v f ; 7 ] .
margine Superloara.Deoarece E(n)=ﬂ|l+i+ 3—;+ 8+i vom analiza

f” se obtine ca exista o unica solutie a ecuatiei f'(x)=0 pe care o
vom nota Xo, cu Xoe ;7 si f'(x)>0 pentru orice x€(0;xo) iar f'(x)<0
pentru orice x€(x0,§).Se obtine ca :

f(x)= r(xo) pentru orice x din domeniul de definitie al functiei.
E

5+ [2=5,571460...5i

Revenind la E(n) deoarece E(5)=f(§}=ﬂ|'_§+

E(4)=f(D = ﬂIE+ﬂlr§+u|'3_f =5,571454... 5i X0 € 59 si f(x)=f(xo) obtinem ca
E(n)= E(5) deuﬂdeE{}rl}E‘JIE+‘JI%+‘J|E:=5,571460...

pentru orice n numar natural nenul.Am demonstrat astfel ca
multimea valorilor lui E(n) admite margine superioara care apartine
multimii valorilor fiind cel mai mare element al multimii:E(5).
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