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INTRODUCERE

Gazeta Matematica reprezinta pentru pasionatii de matematica ,fie
ei copii sau adulti, o baza de antrenare a gandirii ,0 sursa de
probleme care intretin flacara pasiuniiincitand la cautare de solutii.

Pentru ca munca rezolvitorului nu este de loc una usoara.Este o
cautare permanenta in labirintul cunoasterii iar reusita depinde de
perseverenta cautatorului,de bagajul lui de cunostinte,de experienta.

De cate ori nu ni s-a intamplat sa exclamam:,,Cat de simpla era
rezolvarea ! ,,dupa ce ne caznisem ore in sir ,poate zile in sir pentru
a da de capat unei probleme mai ciudate?in final un artificiu de
calcul sau o constructie ajutatoare adecvata sau acea idee de a
orienta rezolvarea pe un anumit fagas au stat la baza iesirii din
impas.In matematica niciodatd lucrurile nu sunt cu adevérat
simple.Pentru unele probleme putem construi numeroase variante
de rezolvare pentru altele este greu sa obtinem cel putino
varianta de rezolvare.

Uneori constatam ca anumite probleme admit generalizari,alteori
putem construi rezolvari pentru unele probleme care sa ne conduca
la rezultate mai tari, situatie in care vom spune ca am imbunatatit
problema respectiva .Sunt si cazuri in care unele probleme sunt
incorect formulate,probleme cu ,,defecte,, si atunci este important
sa gasim defectul pentru a corecta enuntul.Este destul de grea
postura de autor de probleme:iti trebuie inspiratie,pasiune si talent
de cautator.Pentru ca inainte de a oferi altora o problema de
dezlegat, tu insati trebuie sa fi facut o mica descoperire.Am o
totala admiratie pentru autorii de probleme eu situandu-ma de
obicei in a doua categorie a rezolvitorilor de probleme.Evident ca
rezolvand o problema poate sa-ti vina o idee pentru a construi o
problema schimband parti ale ipotezei sau parti ale concluziei ,dar
in aceasta postura rezolvitorul nu poate fi un autor autentic
pentru ca el isi cladeste problema pe oidee care nu-i apartine.



PROBLEMA 1

Urmatoarea problema C:2885 apare in GM nr 6/2005 la
pagina283 fiind o problema propusa pentru Concursul anual al
rezolvitorilor de probleme,nivel gimnazial.

,,Fie triunghiul ABC cu AB=AC si m(x4) =20°.Sa se arate ca

BC 2

aB A7

OBSERVATIE:O abordare diferita fata de cea gandita de autor
poate determina in unele cazuri o imbunatatire a problemeiin
sensul obtinerii ,in cazul de fata, a unei concluzii mai tari decat cea
propusa de autor cu riscul de a avea o demonstratie mai complexa
farainsa a utiliza cunostinte care depasesc programele de
gimnaziu(clasele a7 a,a 8 a).

DEMONSTATIE:

Am realizat urmatoarea constructie ajutatoare: se construieste
punctul D Tn exteriorul triughiului ABC astfel incat triunghiul DAB
este isoscel de baza AB cu masura unghiului DAB egala cu 10° Q
mijlocul lui AB si R mijlocul lui BC.

Deoarece triunghiul ABC este isoscel cum(«4)=20° obtinem ca

M(«ABC) = 80°.Pe de alta parte deoarece triunghiul DAB este isoscel
de baza AB obtinem m(«pBa) =10° si Tn consecinta m(DBC) = 90° .

Aplicand teorema lui PITAGORA in triunghiul DBC se obtine
DCZ-DBZ+BC2(1) Exprimand cos10° din triunghiurile ADQ si ABR
obtinem:22 = #47-5¢ de ynde AD=—2_(2)

AD 2AB 4AB 2 BCZ




DESEN

Pe de altd parte din triunghiul DAC cu masura unghiului A de 30°
se obtine aplicand teorema cosinusului DC*=AD*+AC*-AD- ac-+3 (3)

Din relatiile (1) si(3) tindnd cont ci DB=AD obtinem BC°=AC*-
AD - Ac -3 (4).Din relatiile (2) si (4) obtinem tindnd cont de faptul ca

— < in.(BC\2 _ . ABV3 v
AC=AB urmdtoarea relatie:(%5) =1 T de unde rezultd
BC\2 3
BY =1 |2,

(AB) 4_(%;)2

N 2 . 2 A A .

.Notand cu t=()" obtinem (1-t)°= ~.Notand in continuare 1-t =u
2 3

avem 3u“+u=3 (5).Deoarece 0<u <1 rezultiu® <u?> de unde 3u?+u<

4u2,Prin urmare 3< 4u? deciu>‘/§.Revenind la notatia cu t se obtine

t<1--2 deci 2 < [1-2.Mai rdmane si stabilim c3 /1—§<\[§ ceea ce

2
este echivalent cu:1—§<‘/7§ <:>§<% (adevarat).lata ca aceasta

rezolvare fara sa depaseasca nivelul de cunostinte al unui elev de
clasa a 7a ne-a condus la un rezultat mai tare decat cel propus



de autor.Un elev dotat pentru matematica poate sa-si puna
poblema siin legatura cu o minorare a raportului respectiv plecand
de la egalitatea(5) in ideea obtinerii de exemplu a primei zecimale
a acestui raport.

PROBLEMA 2

Urmatoarea problema apare in GM 7-8/2000 pagina 309 si este o
problema de constructie cu rigla si compasul.Majoritatea
problemelor de constructie cu rigla si compasul au la baza
cunoasterea unor locuri geometrice ceea ce le transformain
probleme dificil de abordat de majoritatea elevilor.De curand am
realizat o lucrare continand probleme rezolvate cu rigla si compasul
si marturisesc ca sunt atrasa de astfel de probleme.

Enuntul problemei este urmatorul:

C:2297 Construiti un triunghi ABC cunoscand masura unghiului
A,masura unghiului format de medianele duse din B respectiv Csi
distanta OI(O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC iar |
este centrul cercului inscris)

OBSERVATIE:Pentru a fi o veritabila problema de constructie cu
rigla si compasul putem reformula enuntul solicitand utilizarea celor
doua instrumente in ipoteza ca sunt date unghiuri congruente cu
unghiul A, respectiv unghiul format de medianele duse din B
respectiv C si un segment congruent cu Ol.Se observa ca am
inlocuit masurile date(de unghiuri sau segmente) acestea fiind niste
numere in stransa legatura cu anumite unitati de masura care nu
sunt precizate in enunt, cu figuri geometrice date.



INGHI CONGRUENT CU UNGHIUL MEDIANELCR

PASII CONSTRUCTIEI sunt urmatorii:

1)

Se construieste un segment oarecare fie acesta B,C, cain
desen.

Se construieste arcul capabil de unghi A; dat despre care s-a
facut precizarea ca este congruent cu unghiul A al triunghiului
de construit,arc subantins de coarda B,C, si aflat intr-unul din
semiplanele determinate de dreapta B,C;

Se construieste arcul capabil de unghi D dat despre care s-a
facut precizarea ca este congruent cu unghiul BGC determinat
de medianele din B si C,arc subantins de aceeasi coarda B,C,
si aflat in acelasi semiplan fata de dreapta B,C, ca si arcul de
la pasul anterior.

Se construieste mediatoarea segmentului B,C, si se traseaza cu
centrul pe aceasta mediatoare la o treime din distanta de la
centrul cercului O, la coarda B,C,fata de coarda B,C, un cerc



de raza egala cu o treime din raza cercului O, care
intersecteaza arcul capabil construit la pasul 3 in doua puncte.

5) Notam unul din punctele obtinute la 4 cu Gsi intersectam
dreapta determinata de G si mijlocul coardei B,C, cu arcul
capabil construit la pasul 2 in punctul A,

6) Se construieste triunghiul A,;B,C,

7) Se construiesc doua bisectoare in triunghiul construit anterior
si se noteaza cul, punctul lor de intersectie.

8) Se construieste segmentul O,l,.

9) Utilizand teorema lui lui Thales se construieste un segment
notat in desen cu PS astfel incat = == ( unde Ol reprezintd
segmentul dat iar PS determinat este congruent cu latura BC

a triunghiului de construit)

10) Se construieste un triunghi ABC asemenea cu triunghiul
A,B,C, unde BC=PS(pentru usurinta constructiei cele doua
triunghiuri au laturile respectiv paralele).

PROBLEMA 3

Tn GM nr10/2005 la pagina 553 apare problema 25410
Enuntul problemei este urmatorul:

Aratati ca pentru orice XX ..., X,€(0;+) cu proprietatea ca

X1+X+...+X,=1 unde n€N,n>2 exista inegalitatea :

n3

1 1 1
N, — n2-n+1'

T
OBSERVATIE

+ e+

Tnainte de a propune o rezolvare pentru aceastd problem3



trebuie sa observam ca multimea in care iau valori variabilele
este (0;1) datorita restrictiei x;+x>+...+4x,=1.Voi arata
deasemenea ca in inegalitatea data cazul de egalitate nu se
realizeaza pentru niciun set de valori ale variabilelor care
satisfac conditiile din enunt.Acest lucru nu inseamna ca
inegalitatea data este ,,defecta,, pentru caa=>b=a>bsaua=»b
iar o disjunctie este adevarata cand cel putin una din
propozitiile care o compun este adevarata.

De fapt este interesant de stabilit care este valoarea minima
pe care o poate lua expresia din membrul intai al inegalitatii
date si cred ca orice rezolvitor cu experienta sau care isi
pune intrebari firesti nuva ezita sa caute unraspuns la o
astfel de intrebare.De precizat ca problema se adreseaza
elevilor de clasa a Xl a deci putem sa utilizam instrumentele
pe care le ofera analiza matematica.

Voi propune urmatoarea problema mai generala:

(PG)  Aratati ca pentru orice Xi,X,...,.X,€(0;1) cu proprietatea
X1+X+...+X,=1 exista inegalitatea :

n

1 1 1 H .
v—x_1+§/—x_2+~--+v—x_n2? unde n,tENsi n>2sit > 2.

DEMONSTRATIA LUI (PG)

Fie P(n) proprietatea din enunt.Voi demonstra prin inductie
matematica ca P(n) este adevarata pentru orice n€N,n>2 (t fiind
fixat) Vom demonstra mai intdi c3 P(2) este adevdratd.in acest scop

voi folosi functia f:(O;l)%R,f(x)=ﬁ+ﬁ unde legea de

[ . . 1 1
corespondenta se mai scrie f(x)=xt+@-x)"t.

t+1 t+1

Derivand functia f se obtine f'(x)=2=2=2.° Se obtine ci f'(x)>0 dac3

tlx(1-x)] ¢t

x€(1/2;1) si f'(x)<0 daca x€(0;1/2) si f'(x)=0 daca x=1/2 prin urmare



functia f admite un minim pentru x=1/2 In consecinta f(x)> @
adica f(x)=-=.Se obtine ca pentru orice x1,x,€(0;1) cu

E "

X1+X2=1 de unde P(2) adevarata.

Demonstram in continuare implicatia :P(n)=P(n+1) .Presupunem
prin urmare P(n) adevarata pentru un numar arbitrar n si
demonstram ca P(n+1) este adevarata.

Fie X1,X2,...,Xn Xn+1 €(0;1) cu proprietatea x;+xz+...+Xn+Xn+1=1.Notam cu
k=X1+X>+...+X,.Se obtine ca T4t +——1.Notém cu z=2 pentru orice
i de la 1 la n.Deoarece 21+22+ +zn-1 putem aplica ipoteza de
inductie adica = f(l)

=t
Tncercdm in continuare s§ minordm suma:S=L
— 1 _1( L
obtine S=— M+ +V_ V__tf(v_+r+ +V_)+V_
delnegalltatea (1) se obtine S> tf f

. Derivand functia g se obtine:

++t

1
tv_+€/_+ +V_ vx—n_ﬂ.Se
Tinand cont

Fie g:(0;1)->R, g(k)-

t\/’
t+1 t+1

(k)_ B 2 W R O de Unde g (k)_1 %
tkt i/% t(1-k) t (1-k) t k' t
Prin urmare g'(k)=0e k =n(1 - k) & k = —-.Deoarece functia g' este
negativa pe intervalul (0 )SI p02|t|va pe intervalul (-*-,1) se obtine
se obtine

n+1

ca g(k)= g2 = g = F e+

n+

2+ Prin urmare implicatia P(n)=P(n+1) este

n+

1
+£/Tn \/xn+1
adevaratd.in concluzie pentru unt numar natural dat,t>2 si pentru
orice numar natural n>2 avem:

v_+§/_+ +V_ f (g,e.d.)Pentru un n oarecare fixat si t=n

obtinem un minim al expresiei din membrul intai al inegalitatii
propuse de autorul problemei initiale si anume:



1 1 n n n
”_m+'v77+"' ’V_ fln continuare se va arata ca "_ﬁ e~

o> ens> (E0)' ()

Pentru n=2 inegalitatea (*) este adevaratd deoarece 2>

Pentru n=3 inegalitatea (*) este adevarata deoarece 3>j—z

33 n \" n2 n . . . *
Pentru n>4 avem nx4>2>(-)" > (=) prin urmare inegalitatea (*)
este adevarata pentru orice n numar natural mai mare sau egal cu
2deci s-a realizat o imbunatatire a problemei propuse de autor.S-a

utilizat faptul ca sirul cu termenul general a,= ( )este descrscator.

PROBLEMA 4

Tn GM 7-8/2002 apare problema 24725 al cirei enunt il reddm mai
jos:

Daca Xi,X3,...,Xn €(0;0) si n€EN, n>2 demonstrati ca :

VI + 40 + x4 N > N g

OBSERVATIE:in general am considerat c3 problemele care vizeaz§
demonstrarea unor inegalitati sunt cele mai dificile ele solicitand
atat experienta de rezolvitor de probleme de acest tip cat si multa
munca din partea rezolvitorului.Ca si in cazul problemei 3 ne
propunem s3 mbunadtdtim inegalitatea respectiva.in acest scop vom
nota cu ti=vx , to=¥xs,....,th="/x, de unde Xx1=t?,x,=t} , .., x, = t2".

Cu aceste notatii inegalitatea data devine:

ti+t++ty ti+ty++ty
>le L 20m 5
(n+1)

n(n+1)
/t the 20 p) ,
2tn tq-t2-.th

Vom arata prin inductie matematica o inegalitate mai tare:

n(n+1)

bbtgbotty . (**) egalitatea obtinandu-se pentru

nn+1) = nn+1)

2 Jtl-tg-...-tg 2 V2233




t, = 2t; ,t; = 3t,,...t, = nt; respectiv cu notatiile initiale pentru

xy, =2%-x% x3=3%-x3 ,...,x, =n?"-x}

Tn cele ce urmeazd vom notacu S=t, +¢,+-+t,.In ipoteza cd S este
constanta neprecizata vom demonstra prin inductie matematica
inegalitatea (**) notata P(n)

Aratam mai intai ca P(2) este adevdratd.in acest scop considerdm
functia f:(0;0) >R ,f(t)=5==.Se obtine f/(£) =525 ey f(t)=0e ¢ =

[(s-)t2]3
~.Deoarece pe mtervalul (O'E) functia f' este negativa si pe

intervalul (%;) functia f’ este pozitiva obtinem ca
f(t)zf(?) adicd f(t) = - f(t)zﬁ.De aici P(2) este adevarata cu

J(s- 25)“32

i - _25
egalitate pentru t;=2t;==
Vom arata prin inductie matematica implicatia P(n)=P(n+1)

Pentru S fixat neprecizat asa cum am convenit vom nota, pentru
un set devalori ty,ty,...,t ther CU ty++. At +H,41=S, cu Si=ti+h+.. 4+t .

n

. A v S Slm S 1
Tinand cont €A s = - —
s ) 2 n+2 51n+2 tn+2

tl'tz I Aty (tl.t%.m.tg)n(n+l) n+1

n(n+1)ni
si notand cu Q prima expresie obtinem Q>— "=z "> _ . S .1

(22-33. ___.nn)n(n+ Dn+z S;n+2 (5—5,)n+2

(***) Observam ca s-a folosit ipoteza de inductie.

Lucrand mai mult membrul 2 al inegalitatii (***) obtinem:

n(n+1))n_'_2 S

Q> —¢

’ T
(22~33~...-nn)("+1)(7l+2) (5. (5-51)2)n+2

(1)

Fie Tn continuare functia g:(0;s)>R unde g(x)=x"-(s - x)?

Derivand pe g obtinem g'(x)=nx"1.(s—x)2—2x"-(S—x) =x™1-(S—x)-
(nS - (n+2)x).Se obtine cd g'(x)=0 dacd si numai daca x=—--s.
Deoarece g’ este pozitivd pe (0;--s) si este negativa pe intervalul



(-==-s;5) obtinem ca g admite maximumul g(--s) prin urmare

* —>—3 _ .inlocuind pex cu S; obtinem ca

gz g(Z=S)nHE

N . > S = 1:1.+2 . ( 2)
[ R Gt (A
n+2 n+2

Din (1) si (2) obtinem Q> B — .

(22,33 e (nt 1)n+1)(n+1)(n+2)

Acest rezultat conduce la concluzia ca implicatia P(n)=P(n+1) este
adevarata.Prin urmare inegalitatea maitare propusa de mine (**)
este adevarata pentru orice numar natural n mai mare sau egal

n(n+1)

cu 2.Mai ramane de aratat ca m52>——>1(3) pentru orice numar

2

22.33,"..nn

natural n mai mare sau egal cu 2 ceea ce confirma ca inegalitatea
(**) este mai tare decat cea propusa de autor.

Pentru a demonstra (3) putem utiliza inegalitatea dintre
media geometrica si media aritmetica mai precis:
n(n+1) n(n+1)(2n+1)

TV B Lo DA e =2 1) de ynde se

n(n+1) n(n+1) 3

2

obtine inegalitatea (3).
PROBLEMA 5

Urmatoarea problema este o problema propusa pentru clasa aVl a
in GM 5,6/2003 dar are un grad sporit de dificultate.Enuntul
acestei probleme este urmatorul:

Sa se arate ca oricare ar fi trei numere rationale strict pozitive
X,y,z astfel incat xyz=1 are loc inegalitatea:

1 1 1
x3+y3+1  y3+z341  z34x3+1 T

OBSERVATIE:Voi da o varianta de rezolvare a acestei probleme si
ulterior voi propune un enunt generalizat pentru aceasta problema
pe care il voi demonstra.



Deoarece x3+y3=(x+y)(x?—xy+y?) SIi x> —xy+y>=(x—y)>+xy
> xy se obtine ci x> +y3 > (x +y)xy.Analog y3+23 > (y+2)yz si 23 +x3 > (z + x)zx.
N 1 1 1 . . N
Notand cu E(x,y,z)= a5 Ty T e o tinand cont de

inegalitatile stabilite anterior obtinem: E(x,y,z)<

1 1
1+xy(x+y) 1+yz(y+2z)
1

1
1+xz(x+2) 1+§-(x+y)

! o E(xyz)<——+—=_+-—2_=1 cu egalitate pentru

1+)—1C~(y+z) 1+§-(x+z) x+y+z x+y+z x+y+z

x=y=z=1 ceea ce trebuia demonstrate.

de unde rezulta, utilizind ipoteza xyz=1, E(x,y,z)<

GENERALIZAREA pe care o propun este urmatoarea:

Daca Xi,X...,X, sunt numere reale pozitive Si X;-x,-..-x, =1 atunci
1 1 - 1 <
XX +Hxn_+1 0 xR al x4l XpAXR 4 x T+

Pentru demonstrarea acestui enunt generalizat utilizam
inegalitatea generalizata a mediilor pentru sumele de puteri de Ia
numitorul fiecarui termen al sumei din membrul stang al
inegalitatii de mai sus,fie aceasta E(xy,Xy,...,Xn).Astfel pentru suma
de puteri de la numitorul primului termen avem

n n n n
LT X +X gy
12 ”12(1 2 ”1) SxP+xl+ x>

X1+Xo+ o +Xn_q

n-1 n-1

n-—1 ~
(xl +x2+"-+xn_1)( ) 2 (x]_+x2+"'+xn_1)x1'x2’...'xn_l -In mOd

n-1

asemanator se vor minora celelalte sume de puteri obtinand astfel:

E(x1,Xg, e, Xp) <
1 1 1

+ + -+
14+ + X+ +Xp—1)X1 X X1 1+ +X3+Xp) Xo X3 Xy 1+ +X o+ +X1) Xn X2 Xy

Daca utilizam conditia ca produsul celor n variabile sa fie 1se
obtine urmatoarea inegalitate:

E(X1,X2,...,Xn)< : + L +oet ! de

1 1 T
1+(x1+x2+---+xn_1)~a 1+(x2+x3+---+xn)~z 1+(xp+xp—p+-+x1)-

Xn—1
unde rezulta:

E(X1,X2,00)Xn)s —2—+ —2 4.4 —2n1__1 ceea ce trebuia

X1+Xp+ Xy XX +txy X1 +Xg+ Xy

demonstrat.



PROBLEMA 6
Tn GM nr. 11/2004,pagina 431 apare urmatoarea problema3:

Fie a,b,c numere reale strict pozitive astfel incat a+b+c=1.

2

1 2 2
—t+t—>2—+—+—.
1-b 1-c 1+a 1+b 1+c

Sd se arate cd :—+
OBSERVATIE:Problema este preluata din REVISTA KVANT.

Tn cele ce urmeaza vad prezint un enunt generalizat al acestei
probleme pe care il voi demonstra:

Pentru orice n+l numere reale strict pozitive aj,a;...,ans1 CU
proprietatea ai;+a,+..+an+1=1 (*) are loc urmatoarea inegalitate:

et

1-a, 1-a, 1-anyq  14+a; 1+4a, 1+an4q

n n n__ o nt2 n+2 I n+2 (**)

Demonstratia pe care o propun se bazeaza pe aducerea inegalitatii
de demonstrat la o forma echivalenta despre care putem stabili
cu usurinta valoarea de adevar tinand cont de conditia (*)

. . % %k n n n
Astfel inegalitatea (**)= + i — >
a2+a3+"'+an+1 a1+a3+"‘+an+1 a1+a2+"'+an
n+2 n+2 n+2 n n+2
+ oee = —
201 +ap+Hans1 | 20p+a1+Az+ o FaAnpq 2041 +a1++ay Qp+az+-+Anq  201+0z++Anyq
n n+2 n n+2
( - )+ ( - )20
Qr+az+-+ansr  20;+01+az++Angq Ai+az++Ay  20p41+a+tay
2(a;—az)+2(a;—az)++2(a;—any1) | 2(az—ai)+2(az—az)+--+2(a;—an41) +
(1-ay)(1+aq) (1-azx)(1+az)
2(apns1—a)+2(aps1—az)++2(ans1—a 1 1 1 1
R GRS n+1—0z (an+1 ")20=>(a1—a2) L D)t (g —a) (- +
(1-an+1)(A+an+1) 1-a; 1-a; l1-ai 1-a3

1

—g2
1-apiq

1
"'+(an_an+1)(m_ ) =0

Ultima inegalitate este adevarata.

Problema 7

Tn cele ce urmeaza va prezint o problem3 care apare in GM nr
12/2003.Am ales aceasta problema deoarece modul ei de rezolvare
ne conduce la obtinerea imediata a unei generalizari.



Enuntul problemei este urmatorul:
2 < < 1,1 1 Va+V/b+/c
Daca a,b,c> 0sise arate ci St t5+3 22%(*)

Ideea de rezolvare se bazeaza pe observarea inegalitatii de

demonstrat in cazul particular a=b=c.

Tn acest caz particular obtinem ca (*) este echivalentd cu:
3 3 2 I . . |- f-- d d v v
S+322--ea’-2a+120 ultimainegalitate fiind adevarata.

Ideea de baza este utilizarea inegalitatii —+1>- (1) sianaloagele:
1 2

—+1=7 (2)

1 2

S+12=(3)

Din relatiile (1),(2),(3) obtinem prin adunare membru cu membru
urmatoarea inegalitate: -+ -+ +3>2C+;+2)(4)

2
= Jab
obtinem prin adunare membru cu membru 2(1+ + )_2(—+—+

=
E)(S)

Pe de alta parte utilizand megalltatea + si analoagele

Din relatiile (4) si (5) obtinem inegalitatea (*) de demonstrat.

Urmarind modul de rezolvare putem sa ne gandim la urmatoarea

1 1 1
generalizare:—, + s+ oz T2 At et )

PROBLEMA 8

Urmatoarea problema apare impreuna cu rezolvarea ei in GM nr
12/2005,la pagina 635.Asa cum voi arata ulterior problema poate
fi imbunatatita prin obtinerea unei inegalitati mai tari decat cea
propusa de autor.

Enuntul problemei este urmatorul:

Daca n€N,n>2a>0,b>0.c >0, SQa Se arate ca:



n ab n ac n bc < 3(n—-1)
(0L+c)(b+c)+ (a+b)(b+c)+ (a+b)(a+c) ™ n

Cand are loc egalitatea?
Tn cele ce urmeaz3 voi prezenta rezolvarea autorului:
REZOLVAREA AUTORULUI:

Conform inegalitatii mediilor avem:

n ab ol a b 11 1<1 a+b+( 2)
(a+b)(b+c) . Ja+c b+c _n(a+c btc )

Respectiv:

n ac 1 a [ H
J@nee SnGs Tt (=2 §l
n bc 1 b c

Jemero <nGptaet @=2)

Prin insumarea acestor inegalitati se obtine concluzia.Egalitatea are

loc atunci cdnd =2 =2 - -2 - € (=1 pentru n>3)

a+c  b+c a+b  b+c a+b a+c

Asadar

pentrun > 3 inegalitatea este strictd,iar pentru n = 2 egalitatea are loc pentru a =
b=c

OBSERVATIE Daca plecam cu finalul rezolvarii facute de autor si
anume se concluzioneaza ca pentru n mai mare sau egal cu 3
inegalitatea este stricta si ca se realizeaza egalitatea doar in cazul
n=2 pentru a=b=c intrebarea fireasca este care este maximumul
expresiei din stdnga inegalitatii pentru n fixat (n>3)si a,b,c variabile
si pozitive si cand se atinge?

Pentru araspunde la aceasta intrebare am folosit inegalitatea
generalizata a mediilor



n

s e (fad e
(a+c)(b+c) (a+b)(b+c) (a+b)(a+c) (a+c)(b+c) (a+b)(b+c) (a+b)(a+c) S(é) :% de aiC|

se obtine ca:

n ab n ac n bc n1 H
\/(a+c)(b+c)+\/(a+b)(b+c)+\/(a+b)(a+c)s3-\/; cu egalitate pentru

3(n—-1)

ceea ce este echivalent cu

a=b=c.Ramane sa aratam ca 3."\/%<
n .
(-%) <4 ceea ce este adevarat pentru ci Sirul cu termenul general
membrul intai al inegalitatii este descrescator si prin urmare:
n \" 3\3 . .
(-%) = (%) <4 pentru oricare nmai mare sau egal cu 3.
n-—1 2

PROBLEMA 9

Tn GM 1/2001 apare rezolvatd problema 24323 din GM nr5-6/2000
pagina 245.

Redam mai jos enuntul acestei probleme:

Fie a,b,ce (0;x) astfel incat a+b+c=1.S3 se arate ca :

a b c
2a+b  2b+c  2c+a —
OBSERVATIE:

Rezolvarea propusa de autor utilizeaza in mod esential faptul ca
a+b+c=1 dar in realitate aceasta inegalitate este adevarata pentru
orice a,b,c numere reale pozitive.

Tn cele ce urmeazd voi propune o altd form3a a inegalitatii
propuse de autor urmand sa demonstrez un enunt generalizat
plecand de la aceasta forma.

a b c <1 1 1 1 (*)

+ <le—+-—+-—<1
2a+b  2b+c  2c+a 2+2 2+% 2+%
a

a

Cu notatlax—g y=%,z=2 inegalitatea (*) este echivalenta cu:

c
b

i+—+—<1 pentru orice numere reale pozitive x,y,z cu xyz=1.Voi

24x 24y

demonstra urmatorul enunt generallzat.t +—+-+—< = pentru

+x;  t+x, t4+x, — t+1




orice numar real t mai mare sau egal cu n-1 si pentru orice
numere pozitive Xi1,X2,...,Xn CU X1X2...Xp=1.

Voi face o demonstratie prin inductie matematica.Notam cu P(n)
proprietatea exprimata de enuntul generalizat.

Demonstrém P(2) ,Fie in acest scop functia f:(0;) - R, f(x)=$+
—:.Derivand functia obtinem f'(x)=- — +—— unde t este fixat mai

< (t+x)%2  (tx+1)2

mare decat 1.Din analiza semnului derivatei se obtine : f'(x)>0
pentru x<1,f(x)<0 pentru x>1 sif'(1)=0.Prin urmare functia admite
maxim pentru x=1 decii+ilsi pentru orice numar real pozitiv

L+ <2 pentru orice doua numere reale pozitive

+x1  t+x, t+1

x.Rezulta ca -
X1,X2 CU X1X»>=1 deci P(2) este adevarata.

Demonstram in continuare implicatia P(n)=P(n+1)

Fie in continuare n+1 numere reale pozitive Xi,Xy,...,%,Xn+1 al caror
produs este 1 si t=n.Exista prin urmare un indice p pentru care
Xp> 1,

Printr-o renumerotare putem considera x,:1 > 1.5e obtine ca :

X1X2..Xp=m <1 Vom nota in continuare z = ’r ,Zy = 3127_1 veeyZy = %.Se
observa ca z,z,...z,=1.Cu aceste notatii obtinem ca:

1 1 1 1 1 1 1 1

t+xg;  tt+x, ot tHxn  tHxnes t+Z1'% t+zy- \/_ ot t+2,-Vm + L W(%+zl)

1 1 1
_— + cee + +
W(ﬁnz) W(ﬁun) t+=

1 1 1 1 1
= bttt +—.
\/m n\/_+Z]_ %-‘-22 ﬁ+2n t+;

Deoarece m este mai mic sau egalcu 1 se obtine cantzn prin
urmare putem aplica ipoteza de inductie pentru z;z,,...,z,

obtinandu-se astfel:

1 1 1 1
< 1
t4+xq + t4+x, Tt t+x, + t+Xp41 t+”\/ ( )




1

In continuare se analizeaz3 functia g:(0;11 >R ,g(x)—H,v_

1

x o (t+7V_)2
n+1

g'(x) este datde semnul expresiei:x (¢ + Vx)- (tx+1)=xmmt +xm —tx — 1=

o - (1—xm ) - (1—x2n)—(1—x2n)(tx2n ~1).Din analiza semnului lui g’
se obtine ca g'(x)<0 pentru x€(0, —) ,8'(x)>0 daca x€( zn,O) $i g'(—=

)=g'(1)=0.

Deoarece functia este strict descrescatoare pe primul interval si
strict crescatoare pe al doilea interval si limita functiei g in O este *
iar g(1)="= iar 2 <™= < n <t (adevirat) se obtine cd g(x)<== (2). Din (1)
si (2) se obtlne ca P(n+1) este adevarata .Prin urmare P(n) este
adevarata pentru orice numar natural n mai mare sau egal cu 2.

Se obtine ca g'(x)=- .Se poate constata ca semnul lui

(tx+1)2

PROBLEMA 10

Tn GM nr2/2006,pagina 103 apare problema 25486 cu urmétorul
enunt:

Intr-un tetraedru numim sectiune mediand,sectiunea determinat
de planul care contine o muchie a tetraedrului si care trece prin
mijlocul muchiei opuse acesteia.Sa se arate ca nu exista un
tetraedru pentru care cele 6 sectiuni mediane sa fie simultan
triunghiuri echilaterale.

OBSERVATIE :

Voi propune urmatorul enunt imbunatatit :Sa se arate ca un
tetraedru are cel mult 4 sectiuni mediane triunghiuri echilaterale.

(*) Tntr-o prim3 etapd voi arata cd existd tetraedre cu 4 sectiuni
mediane triunghiuri echilaterale.



(**)Tn a doua etapd voi ardta c3 nu existd tetraedre pentru care
sectiunile mediane determinate de cele trei muchii care pleaca din
acelasi varf sa fie simultan triunghiuri echilaterale.

(***)In atreia etapd se aratd cd nu existd tetraedre care sd aibd 5
sectiuni mediane triunghiuri echilaterale.

ETAPA |

Vom construi un tetraedru ABCD cu 4 sectiuni mediane triunghiuri
echilaterale astfel.Toate fetele tetraedrului sunt triunghiuri isoscele
congruente in felul urmator: (1)ACD isoscel de baza AC cu
medianele duse din A,C congruente cu laturile congruente ale
triunghiului isoscel , DC si DA.(2) ABC isoscel ,ABC congruent cu ADC.
(3) DCB isoscel congruent cu ADC(4) DAB isoscel congruent cu ADC.

Sectiunile mediane determinate de laturile congruente ale celor
patru triunghiuri isoscele si mijloacele muchiilor opuse acestor
laturi sunt triunghiuri echilaterale.intr-adevar se observa ca fiecare
sectiune de acest tip este determinata de o muchie din grupul
celor 4 muchii congruente si de doua mediane congruente cu
aceste muchii din conditiile impuse la constructia tetraedrului.

ETAPA A Il A

Presupunem prin reducere la absurd ca exista un tetraedru
ABCD pentru care exista trei sectiuni mediane determinate de trei
muchii care pleaca din acelasi varf( fie acestea AB,AC,AD)
triunghiuri echilaterale.Daca notam cu M,N,P mijloacele muchiilor
CD,BC,BD aceste sectiuni sunt triunghiurile ABM,AND,ACP.Daca
notam cu O piciorul Tnaltimii tetraedrului dusa din A obtinem din
teorema oblicelor congruente ca OB=0M=x, OC=0P=y ,ON=0D=z



Aplicand teorema medianei in triunghiurile : COD pentru OM
mediana,in triunghiul BOC pentru ON mediana, in triunghiul BOD
pentru OP mediana obtinem relatiile.

40M?*=2(0C*+0D?)-CD* de unde 4x*=2(y*+z°)-CD’
40N’=2(0B*+0C?)-BC* de unde 4z°=2(x*+y?)-BC
40P*=2(0B*+0D?%)-BD? de unde 4y’=2(x*+z°)-BD’

Prin adunare membru cu membru a celor 4 relatii obtinem:

CD*+BD*+BC’=0 ( fals) prin urmare presupunerea ficutd este fals3
deci nu exista tetraedre pentru care sectiunile mediane
determinate de muchiile care pleaca din acelasi varf sa fie
triunghiuri echilaterale simultan.

ETAPA A lll A

Fie ABCD un tetraedru si AB,AC,AD,BC,BD 5 muchii ale sale.Se
observa ca exista trei muchii care pleaca din acelasi varf deci nu
este posibil ca cele 5 sectiuni mediane sa fie simultan triunghiuri
echilaterale deoarece conform etapei a doua nu exista tetraedre
pentru care sectiunile mediane determinate de muchiile care
pleaca din acelasi varf sa fie simultan triunghiuri echilaterale.

De remarcat ca indiferent de alegerea celor 5 muchii exista trei
muchii care pleaca din acelasi varf.

lata ca s-a realizat o imbunatatire a problemei in sensul stabilirii
numarului maxim al sectiunilor mediane triunghiuri echilaterale
intr-un tetraedru.
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